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- A historia do Antigo Egipto, uma das mais importantes
civilizagoes da Antiguidade, desenvolveu-se nas margens do rio
Nilo entre aproximadamente c. 3200 e 332 a.C. '
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‘ - A notacdo matematica dos antigos egipcios era decimal. - i oo
= Podemos ver, na tabela seguinte, os numerais egipcios em
escrita hieroglifica: e
|| ]2 i ff e ﬁ’
~ I 10 | 100 | 1000 | 10000 ) 100000 IDE
; ,
« Vejamos um pequeno exemplo: iiii
4622 na escrita hieroglifica ggg
tinha a seguinte representacao: Hala
5 » 4622 i Wi
ity o TR | “ PR, wore kvt Wi Ma\ Yo
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\or

v Os antigos egipcios faziam uso, nos seus calculos, de nameros:
fraccionarios; no entanto, so trabalhavam com fraccées unitarias. ="
= Uma fraccao egipcia € uma soma

de fraccoes unitarias distintas

 Uma fraccao unitaria era representada colocando o simbolo ===
sobre o numero considerado; . por exemplo:

1 _ . <=
g era escrito assim: EE EI

I8
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o Dos escritos de Herodoto de Halicarnasso (484 — 425 a.C.)
poderemos concluir que os antigos egipcios ja conheciam a razao
aurea.

v Os matematicos egipcios, na resolucao dos seus problemas,
denotavam também o conhecimento do chamado teorema de
Pitagoras (c. 582 — c. 497 a.C.).
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v A maior parte do conhecimento que temos hoje da
Matematica egipcia baseia-se em dois documentos

essenciais: o Papiro de Rhind (c.1650 a.C.) e o Papiro de

Moscovo (c.1850 a.C.).
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o O papiro de Ahmes, adquirido em 1838 por A. Henry Rhind, €
um documento deteriorado, em que faltam alguns fragmentos ...
(cerca de 18 cm da seccao central sao omissos). 4

¢ Este papiro, apos morte de Rhind, seu proprietario, foi adquirido
pelo Museu Britanico, onde se encontra até hoje.

¢ Alguns fragmentos do papiro de Ahmes encontram-se no Museu
de Brooklyn em Nova York.

o O papiro de Moscovo, adquirido em 1893, encontra-se
actualmente no Museu Pushkin de Belas Artes, em Moscovo.
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\or

o A lépida abordagem que iremos fazer as fraccoes egipcias sera.. .
com base no Papiro de Ahmes. S

v O papiro de Rhind, ou de Ahmes, € um longo rolo, medindo
aproximadamente 5,5 m de comprimento e 0,33 m de largura.
Esta escrito, de ambos os lados, em hieratico e é apresentado
como O:

“Método correto de calculo, para entender o significado das
coisas e saber tudo o que é, obscuridades e todos os segredos”
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v O papiro de Rhind consiste de:

i) uma famosa tabela de numeros do tipo:

% ,onde n=35,7,.,101;

A omissao de fraccoes com denominadores “pares” sugere que
eles perceberam, de forma nitida, que, e.g., % , 2 ;> €tc., eram
redutiveis a % , %4, etc.

i) uma pequena tabela ‘com fraccoes decimais com o0s
numeradores variandode 1 a 9;

iii) cerca de 85 problemas variados, com as respectivas
solucoes.




v No papiro de Rhind nao existem demonstracoes nem sao
conhecidas as origens das formulas utilizadas.

- Nele aparecem alguns erros, importantes em alguns casos,
que podem ficar a dever-se ao facto de o documento ter sido
copiado de textos anteriores.
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. v Vejamos, na figura
ao lado, um fragmento
do papiro de Rhind:
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o N o E de referir que o Museu Britanico possui também um
Rolo em Pergaminho que contém 26 desenvolvimentos (26
fraccoes egipcias) para o numero um. Esse rolo parece ter
2t sido escrito com o intuito de ser um complemento ao papiro )
/A B\ e

- de Rhind para a resolucao de varios problemas. B A
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v Facamos um breve paréntesis, para sublinhar que o
entendimento que temos da historia do Antigo Egipto €
devido, fundamentalmente, a descoberta da Pedra da
Roseta, em 1799, levada a cabo por Pierre-Francois
Bouchard, militar francés que acompanhou Napoleao
Bonaparte, na sua Campanha no Egipto.

v A Pedra da Roseta € o fragmento de uma estela, bloco
de granito preto, escrita em 196 a.C., durante o reinado de
Ptolomeu V (210 - 180 a.C.)
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- A Pedra da Roseta é composta por
| trés partes distintas, cada uma com o
seu sistema de escrita (hieroglifico,
demotico e grego antigo).

i v A sua traducao realizada, em 1822,
o por Jean-Francois Champolion,
5 levando mais longe os esforcos

desenvolvidos por Thomas Young e

.‘ § por outros estudiosos, permitiu que se
. -~ adentrasse no conhecimento da
| impressionante civilizacdo egipcia.
5 v A Pedra da Roseta também se L
éﬂ. ©encontra no Museu Britanico. 3 SR,
et i | i i 2::::’:-" :
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v Recuperemos a definicao de fraccao egipcia:

Fraccgao egipcia € uma soma
de fraccoes unitarias distintas

v As razoes que levaram os antigos egipcios a trabalhar s6 com
fraccoes unitarias nao sao muito claras.

v Os antigos egipcios comecaram a desenvolver o estudo deste
tipo de fraccoes durante o Antigo Império (c. 2686 — c. 2181 a.C.),
também conhecido como o “Periodo das Piramides”.

Breve nota:
® Piramides de Gizé: Quéops, Quéfren e Miquerinos.

) AL
. v NN
P¥7 FUR w v batr\ W 55 AN Y i
L L o .| R L
e}
R -'ﬂ«._-...-‘

: |
| nl asege

Ti - ' L LR T TS W A
v Tat ) - -l g AN
e R o T | o ot AW
M| bk aapinmmedia a o f‘ X g avhe 1
P2 b1 el S BIAANMY e AN e L

VPR s ren



U N
il 152 I L -

| - O papiro de Ahmes data do Império Médio (c. 2050 - c. 1550 a.C. )

~ periodo de inovacdes (na Matematica passou-se de uma esgrlta
hieroglifica em que se trabalhava com aproximacoes até ao sexto
termo de um dado desenvolvimento, para se trabalhar com uma
escrita hieratica — escrita cursiva — que, aparentemente, se
traduziu numa evolucao no calculo das fraccoes, permitindo .
solucoes exactas para muitos dos problemas). '

Vejamos, na tabela seguinte, os numerais egipcios, em escrita

g" hieratica:
Yy - > = A, f'; “
20 30 ] 20 oy L0HI)
_ K P = P ,o >4 :5 — 7 5 )
L | TR e I: A ).”’2"‘ '":'

v oW PR e i Ly DA Adai w
I"“"MN u




- Sabe-se muito pouco sobre as intencoes que presidiram a
escrita do papiro.

v Como atras ficou sublinhado, nao sao conhecidas as origens
das féormulas utilizadas no Papiro de Rhind. O primeiro estudo
sistematico conhecido para se tentar perceber a construcao das
fraccoes egipcias surge pela mao de Fibonacci (c.1170 — ¢.1230),
no seu Liber Abaci de 1202.
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v Foram deduzidos varios padroes para a obtencao das -~
igualdades que a célebre e singular tabela, acima referenciada,
encerra; no entanto, permanece a fascinante questao de se saber
como foram obtidas aquelas identidades e qual o critério que
presidiu as suas escolhas em detrimento de tantas outras. |

o E de toda a aceitabilidade sinalizar que as identidades das
quais daremos mao podem nao corresponder aos métodos
usados pelos matematicos.
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;0" - Comecemos a abordagem as fraccoes egipcias com um-simples-+ -
exemplo pratico:

¢ Como dividir S sacos de trigo por 8 pessoas?

* Podemos comecar por dar
meio saco a cada pessoa:

1 x8=4:
\_[ 2
¢ * Resta 1 saco; se este for dividido em 8 partes,
oy N\ dara mais uma parte a cada um deles:
: bl LA
= Assim: — =—+—
8 2 8
ey ;1 R N [
¢ Como dividir 3 paes por 4 pessoas; Resp.: P + ;i R




v Antes de tentarmos, de forma algo
timorata, desvendarmos  alguns  dos
“segredos” do Papiro de Rhind, derramemos
o nosso olhar sobre o deus Horus, filho de
Osiris e de Isis — mais propriamente, sobre
o Olho de Horus.

v O olho de Horus era, pafa os Antigos Egipcios, um simbolo
de poder e de proteccao contra as forcas do mal; era usado

como amuleto, o qual conferia sorte, saude e prosperidade.
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v No olho de Horus, podemos observar
a representacao, de forma aproximada,
do numero um através de uma fraccao
egipcia com seis termos, em que O0s
denominadores sao poténcias de 2.

. 1 R Lt U B [ 5 0 1 1
A Shvd e ok e T R Dl S A S
2 4 8 16 32 64 (64)

> Vejamos, a seguir, uma representagéo,
de 664 - 332 a.C., do olho de Horus
exposto no Museu de Belas Artes de
Boston.
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v Vamos, entao, entreabrir a porta que nos permitira desvelar

um pouco do mistério e do sortilégio que o papiro de Ahmes .

acolhe:

@ Comecaremos por nos acercar da famosa tabela que contém
os intrigantes desenvolvimentos para os numeros do tipo:

% com n=357,.,101

& A excepcao de y, e por vezes de % , 0s antigos egipcios
escreviam todas as fraccoes como somas de fraccoes unitarias.




<& Consideremos a seguinte condicao: = = > +
n n+1 n(n+1)

: 2 2 2
assim, podemos ter: = = +
n n+1 n(n+1)

Com recurso a esta ultima identidade, os antigos egipcios
calcularam os desenvolvimentos para o0s pequenos numeros

24 primos, 3,5, 7e11.

Entdo, para:i) N =3 e i) N =5, teremos:
el i 2 st 20 gato Lell e e
3 3+1 338+1) 32 6 521115
T
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* Fazendo uso da mesma regra, obteremos para: = e 223

as seguintes fraccoes egipcias:

e,
—_ = — 4
7 4

1 2w et 2 1 1
i L e e =~ +
28 11 6 66 23 12 276

& Apoés o desenvolvimento das fraccoes em que oS
denominadores sao os primos 3, 5, 7, 11 (o 23 parece constar
desta lista por mero acaso), iremos de seguida abordar os

desenvolvimentos para os seus respectivos multiplos.
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& A partir da igualdade obtida anteriormente: % = % + % , 6s antigos
egipcios trataram todas as fraccoes cujos denominadores fossem '

multiplos de trés como uma unica familia, com recurso a seguinte

2 | G e (1 1)
e =
3-:g g 3 q \2 6
2 2 2

E, assim, teremos para as.fraccoes:i) £ , i) £ e iil) =
9 21 75

regra:

os seguintes desenvolvimentos:

s el e o 1 g RS 5 P 1 1 ) 1 1
1) = = S TR AT U e e e o ) g e iii) AU
94373872 “6) 618 21 14 42 75 50 - dB0)
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.-¢ Do mesmo modo, a partir da igualdade atras obtida: % = % nr

Tt oy

eles obtiveram os desenvolvimentos para as fracgcoes cujos..

denominadores fossem maultiplos de cinco com recurso a seguinte

regra:

2 125k (1 1]
—_— = S —— = ek _+_
S0 R o RSk ST o MRV SRS s 2 A

< Teremos, assim, para:
§

2 e 2 o0s seguintes desenvolvimentos:

W o)

25 65
Pl e e D e

+
s AN g 65 39 195




<& Do igual modo, a partir da igualdade: &t + 24 :

AR A ol e

foram obtidos os desenvolvimentos para as {fraccoes cujos

denominadores fossem multiplos de sete com recurso a seguinte
Treka, 2 T e d: (1 1 j

e | (R S e

/7-q q 7 q \4 28

Obtendo, assim, para:

2 2 : :
— , o0s seguintes desenvolvimentos:

e i

49 77
2 1 1 2 1 1
49 28 196
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o3 E de referir que a construcdo da tabela, que data de mais dé .
mil anos antes de Pitagoras, leva-nos a considerar o facto
assinalavel de os antigos egipcios ja fazerem a distincao entre
numeros primos € numeros compostos e, de igual modo, terem
um entendimento pratico do "Crivo de Eratostenes”.

3 Regista-se, também, o facto de a fraccao com o denominador
primo 29 ser a primeira na qual o seu desenvolvimento tem
quatro termos — como veremos mais adiante.
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o3 Acrescentando mais duas notas de espanto, referiremos que - S
ndo se sabe qual a razdo que levou a que, no desenvolvimento das =
fraccoes de denominadores 55 e 95, se considerasse estes
denominadores como multiplos de 11 e de 19, respectivamente, e

nao de 5.

Assim:
2 a2 ik (1 1 j 2 1 1
S L LG ISR e S =
55 5 11 5 \6 66 55 30 330
e
2 o2 1 ( 1 1 1 j 2 1 1 1
— == X—= ==X +—+ S e kg
o5 5 19 5 (12 76 114 95 60 380 570
*. Ver o desenvolvimento da fraccao % no diapositivo 31.+ v .. ',:;
AR et e
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& Apos o desenvolvimento das fraccoes em que os denominadores -~ -
foram os primos 3, 5, 7, 11 (0o 23 parece constar desta lista, de -
modo fortuito)) — e os seus respectivos multiplos —, iremos. . ...
abordar os restantes denominadores primos, considerando a -
seguinte igualdade:

2_1_2a-p sendo a um numero conveniente tal que:
p a a-p
D g <a<p € °*2p-—a possa ser representado

como a soma de dois ou trés divisores de a,

: ) o 1 2a-p
€ assim, teremos a seguinte regra: — = —+ ———

p a a-p

: : NS
: v A wd
Y PO, wore b Wt 55 A A i
PO Armali ' A PRENYA A
vin')
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‘ » Considerando, entao, a regra: PR e o]
a) Para: p=13 e a=8 , teremos: e At T
13 8 8x13 8 104
L 2 1
mas como:3=2+1 , entao: = e
104 104 104

: assim:gzle E + : ouseja:£:}+i+i
; 13 8 104 104 . 13 8 52 104

b) Tentemos, de seguida, obter as fraccoes egipcias para,

bi) p=17 e a=12; ©bii)jp=19 e a=12 biii) p=29 e a=24

\ W '
4
‘ COSENSY e,
L YR T DOy
% :ﬁ. : ] firey M5 AN A
: |- T 2 Rl
a4 W o p WA A iy wii
|~ ‘ Sl i & & |t args o
A ) % A AN
, Np s Py, o
at) o » s AR I Afu pr %"".
AN B LY TR L e, .



A 1 2x12-17 1 7 ' ,
Resp.: bi) == it =— + , mas como: / =4+3, i
1 12 12 x17 12 204
3 7 4 3
entao: = +
204 204 204
: 2 1 1 1
e assim: — =— —+ — +
17 12 51 68
2 1 2x12-19 1 g
M e == 4 . 5=3+2
Do 12" 1mx1s iz 28 o mes como
s 3R
entao: = R
228 228 228
Ve el
SRR g B e S s S *:
b 32"2’2‘
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b e L2 24 = 20 S e S d )
biii) — = —+ =¥
29724 24 x 29 24 696

, IMasS COoI1nNo. 19 =12 +4+3 o A

R 1Y) 12 4 3
entao: =

+ +
696 696 696 696

2 1 1 1 1

e assim: S o) e %
29 24 58 174 232

8 Mais um dos enigmas desta fabulosa tabela de intrincados
enredos reside no facto de nao se saber por que razao as fraccoes

com denominadores 35, 91 e 101 foram tratadas de forma
autonoma.
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24

<& Passemos a abordagem dos dois primeiros numeros, dos trés atras 5
referidos, recuperando a relacao entre as médias Aritmeética (A), Geométrica

(G) e Harmonica (H):

S e —)2_2a+th 2 s D aEe D 1
G° = H x A ou seja: (\/a b) b M ot X
—+ = —+B

a b a

e, assim, obteremos seguinte igualdade:
2 2 (R |

= X| — + —

P-4 P+q P (¢

« E de assinalar que aquelas duas fraccoes — de denominadores 35 e 91 —
sao, de certo modo, as mais intrigantes da tabela, sendo as unicas, com
denominadores compostos, cujas expansées nao sao obtidas como
multiplos simples dos desenvolvimentos de um-dos seus factores primos.“»~‘»;.-j\$:\-,_,~;,_:¥"”"




g% , 2 2 e I A o
“ 1+ Recorramos, entao a igualdade: W X (— b —j para: a .o -
obtencao dos desenvolvimentos de:

i) e i) = 2 ; assim:
35 91’

emos: i) == 5 7 5 77 57776 |57

: ou sejar = = — +
f J 35 30 42
. e
3 0D 2 2 FaRed: 1 (1 1
91 ¥x13 -~ 7+13. T w3 A0 E313
’ 2 1 1 A ke
‘; ou seja: — =—+— Nl A
b 91 70. 130 S
o ¢ Kol S MZ,‘,,“ 4
USRS % :,7 ,”*,'}."’ m:\:""v
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& Encerraremos as nossas lucubracoes sobre as igualdades.. .
constantes da esquiva tabela que temos estado a estudar,--
abordando o terceiro caso que, por sinal, €& o ultimo
desenvolvimento que nela surge, com base na seguinte reflexao:

« Como 6 é um numero perfeito, a soma dos inversos
de todos os seus divisores (incluindo o proprio) € 2;

s 2 1 1 (1 1 1 1)
1.€.: 2 = X

+1+1+E e assim: - = TE %o D S S T
2% FFH ) 101 101 101 \1 2 3 6

N

i 2 1 1 1 1
entao: = L + L%
101 101 202 303 606
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- Ultrapassado que foi o tormentoso mar de muitos assombros; -
podemo-nos conceder uma pausa para cantar estas belas~
palavras retiradas da “Mensagem”, de Fernando Pessoa: :

Deus ao mar o perigo e o abismo deu,
Mas nele é que espelhou o céu.

® Retomemos, brandamente, a nossa aventura de muitos
encantos e sortilégios, com o sereno prazer da descoberta das
coisas boas; indo, desta feita, ver como obter uma fraccao egipcia,
a partir de uma dada fraccao propria.
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v 04 W e
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e ¢ ot gl
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& Dos varios métodos conhecidos para a obtencao de. uma ="
fraccao egipcia, a partir de uma dada fraccao, vamos abordar o
método do Algoritmo “guloso” proposto por Fibonacci e que surge ™

no seu Liber Abact:

¢ O meétodo consiste em retirar a maior fraccao unitaria da
fraccao considerada em cada etapa (dai o nome do algoritmo):

X N
= Seja a fraccao b tal que:

t
o — <1y
e Se t=1 | ja estamos em presenca de uma fraccao egipcia;

 Vamos, entao estudar as situacoes em quet >1

) AL
: v 04 W e
TRURY e irtan Wl B MARY A i s
N { AP A
- e "‘I!*._-v i

A :
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Uik 3er 2 - SN 3 AN
Na4 wrpres P by ov ot R
M| bk aapinmmedia a o f‘ X g avhe 1
P2 L candinlF N BT Y TR AN LN .
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» [remos, com um exemplo, ilustrar o funcionamento do alg'()r'itmo:_ e

* Seja 5
= : I T
como 17+7=24.. , entao: 2<17+7<3 ,1€.: - <-—<—
R
. . 4 Fotl o
Assim, a maior fraccao que cabe em 7 €3>

¥ |
—:——|—R R =t T = ¢

Agora repetimos o processo:

4 1 M ¥ R oY o ! MEBTA
+4=1275 , logo: —=—+R, € R, =——— ;
et = B e 51 13 663 663
como esta fraccao € unitaria, o processo terminou e obtemos, entao, .,
LS S PRI 0 ;m ‘
rave lgoritmo “guloso”: —=>+-—+—— . "“;2““'“‘
atraveés do algoritmo “g Tl IRt | v ‘ﬁ‘:‘.\"'* 1"
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» Calculemos, através do algoritmo “guloso”, as fraccoes egipcias '
para as seguintes fraccoes: s

7 13
a) 55 b)7-

Resp.:a) dex L . b) oAy
16 3 10 240 1752 -4

i
68

e Como breve nota, € de assinalar que a fraccao egipcia que o
algoritmo “guloso” nos faculta pode nao ser a menor fraccao.

® Como devera ter ficado implicito, aquando da verificacao de
algumas igualdades constantes da esfingica tabela, € de facil
constatacao que qualquer fraccao pode ser representada por uma
infinidade de fraccoes egipcias. Vejamos, de seguida, alguns .
exemplos: . < e A

. Sampa g 'v“dr'.l',_.
PEF PR wire b W 5 gAY &Y i
r NI N poin

{ A PN A e
e ¢ ot gl

A :
| ) asvge

4 gy . AN s s i
Uik 3er 2 - SN 3 AN
Na4 wrpres P by ov ot R
M| bk aapinmmedia a o f‘ X g avhe 1
P2 L candinlF N BT Y TR AN LN .
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FA & Recuperemos a seguinte igualdade: S + o ¢

Como sabemos da validez da seguinte igualdade: 1= % + % + % :

> R i B 1 BB i 51 08 e d B | 1
entdo podemos ter:i) ==+ -—="x1+ —="x|=+=+=|+— ,
/7 4 28 4 28 4 \2 3 6 28
> ouseja:§:l+i+i 1
; 7 8 12 24 168
¢
b, : g 1+i_l+i><1
ow:il) 7772756727 28
T BT B 1 1
e i e B e e
7 4 56 84 168 SN,
g AT e s ;z,‘f*“:.
BT o



: oL R R A 1 oy e
ou ainda 1iii) 7:Z+2_8:ZX1+2_8X1 )

: 20 Bt Nt 1 ey
ouseja: S =="x|Z+Z+> |+ x| Z+Z4=
7 245 3h = 28 2 3 6

R L L

; 1
ST ey
8 12 24 56 384 168

e Obs.: De notar que, no papiro de Rhind, a expansao das
fraccoes dadas nao tem mais do que quatro termos.
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¢ Obtenhamos outros desenvolvimentos para as seguintes"-’
% (i 1 “
fraccoes: a) =8 b) i

R R Lact sl 1
X = + ;
I= A4 2L =42

M A | 1
Resp.:a) = ==x1==
P ) To ettt 7

b) izix(l . 1j© SR

+=4+= — =
1178 LE 2050 0 11 22 33 66

= Nesta nossa deambulacao pelos muitos enredos das fraccoes

egipcias, vejamos, de seguida, o desenvolvimento para g



¢ Consideremos, uma vez mais, a seguinte igualdade: ZLE + 2_18 it *
AR 2 1AL A i
assim: —=2x—=2x SANCRTE T RSl Saa
74 4 28 7 2 14
. B R T S s R LBy 4
Teremos, entdo: —=Zx—=Zx|=+—| ; Ouseja: —=-—+—,
449 7 7 7 \2 14 49 14 98
; : et s g 1o Eio e
que € equivalente a: — = = x1+—="—+ —x1,
49 14" 98 14 98

o que nos fornecera os dois seguintes desenvolvimentos:
4 1 S B b 1 1 1 1 1
e —=—X|ZH -4 |+—=—+—+— + —
49 14 \2 3 6) 98 28 42 84 98 _
B el 7 1 1 w@m}f

° = — 4+ ~'"‘\¢‘4(
49 14 1% 294 588 g
Y T i e "**rr »mt:““

SN ARSI GO e e s e
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L; A 3 3 ‘ 4 ,.".:. ,..:,‘ -ow’k W ""F | -
o < *.' ! .
J \: . : o .... £ oame 8 A) sl A. L,.,
~ & Mostraremos, a seguir, a extraordinaria tabela, que surge no. 11:11010
do papiro Ahmes, com os surpreendentes desenvolvimentos para—»as.ﬂ
fraccoes do tipo: YE Sotunadadh
2 . e »
— , 72=35,7,.,101
7
&
: 2 2 T
& ¢ Podemos, a titulo de exemplo, observar os desenvolvimentos de:
N
4 ;
. 2 2 2 5 5 . §3
s — ,— € — que surgem, la atras, nos diapositivos: 24, 32 e 35,
2 :
§ 7> 9 101 respectivamente.

¢ E digno do maior realce o notavel facto de a tabela estar isenta de
quaisquer erros. :

. u«,f(ms:':

B A’ -&iw ﬁ" sy ”

L " »
.
::ﬁ:' SR i : Fayom 4( Hpr nﬁf A ptalif .',m 4..
iNs AP ¥

.MO.

L T v Ak ' ; l‘ 1Prvrf e sraw il Ly
v v

IRA ) Iy wyh . Y A s ‘lv Nt
g ) ‘- MoA *a., ALEs s N ol ‘u‘ i
.i' : r\.v\\‘ F o> oy} s » 44 ) 2 T ” § O e e Y Vxhpt‘ fsnmh[)”r,,,. e
AT AADE ity i fpe v v ” Cdre > Aa i o1 e

BETUT TTORE WRRy O [ # LI T R O e \ QY s o 5t i) ) bk AP pgpmoedia aon Sy b s e




2/15=110+1/30 || 2/17=1/12 + 1/51 + 1/68 2/19=1/12+ 1/76 + 1/114
2/21=1/14+1/42 || 2/23=1/12+1/276 225=115+1/75
227 = 229 = 112 H

2/31=1/20+1/124 + 1/155
2/37=124+ 1/111 + 1/296

2/43=1/42 + 1/86 + 1/129 + 1/301

2 — g L
2/47=1/30+ 1/141 + 1/470 2/49=1/28 + 1/196

2:"69 =1/46+ lf’138 m 2713 =1/60 + 1/219 + 1/292 + 1/365
soi=vols o seves|
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@ Consideremos, desta feita, as duas proximas tabelas que nos: -« .-

fornecem (para todas as fraccoes do tipo g ): 6 S

<& Tabela I: o numero minimo de termos de uma fraccao egipcia
para qualquer fraccao, onde B toma valores até 30;

& A tabela II : o numero de representacoes diferentes de uma
fraccao, na forma de fraccao egipcia, com um numero minimo de
termos:

[{3N{3

= Nota: a) o simbolo significa que a fraccao nao esta na sua
representacao minima

({313

b) o simbolo significa que a fraccao obtida nao € uma
fraccao propria, i.e., estamos em presenca de uma fracgao

maior ou igual a'l. R o .‘.,:::‘.:

. Ti ' N Mgy s o
OISk " An
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- 2 2 2 2
3 323 22 -32
3 2323 3 23 2
- 33 3 2

23 3 2
2 3 243 343

34 33 3 43 3 3 3 3 3 2

2 3 2 2
333 23 2 -

4 3 3 3 33 3 3 23 2 2

233 333 23 22

11111111112 222%2222:2222=2373
3 2 3 2 =
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Vejamos alguns exemplos:

Je SR : 2 :
I) —==+= u as = =120
) + : ou se€j 3 [ ]

podemos observar que para T =2 e B = 3 ,surgem,
nas tabelas I e I, os numeros 2 e 1, respectivamente.

= [5,45] = [6,18] : podemos Qbservar que para T=2 e B=9,
surgem, em ambas as tabelas, o numero 2.

1)

O©IN

I1I) g = [2,3,24] = [2,4,8] : podemos verificar que, nesta situacao, surgem,
nas tabelas I'e I , os numeros 3 e 2,
respectivamente.
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v Veremos ainda, na parte final desta nossa breve aventura de -~
muitos prodigios, os métodos usados pelos antigos egipcios para
as operacoes de multiplicacao e divisao:

@ O papiro de Rhind permite que percebamos claramente que a: .

» multiplicacao era baseada em duplicacoes e adicoes;

 divisao era baseada em multiplicacoes...

& Vamos, de seguida, tentar reproduzir o processo utilizado
para as duas operacoes, com alguns exemplos.

: : NS
: v A wd
Y PO, wore b Wt 55 A A i
PO Armali ' A PRENYA A
vin')
.’ -'ﬂ«._-...-‘
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¢ Vamos reproduzir o processo de multiplicacao socorrendo-nos de'duas” =

colunas.
Consideremos a multiplicacao: 41 x 59 .

e Escolnemos um dos numeros — por exemplo, o 59 — para colocar
no topo de uma das colunas;

* Escrevemos, entao, o numero I no topo da outra coluna, que sera a
coluna da esquerda;

e Duplicamos os numeros, das duas colunas, até obtermos, na coluna
que comecou com O I, todas as poténcias de 2 que sejam menores ou
iguais que 41. Neste caso suspendemos o processo no 32.

* Assinalam-se as linhas, da coluna que comeca com o 1, cuja soma
sejaigual a 41.

e Adicionado os numeros, nas mesmas linhas, da outra coluna,
obtemos o resultado da multiplicacao.

» Vejamos, a seguir, a construcao do processo:




* A poténcia de base 2 a seguir ao 32 seria

o 64, que ja € maior que 41, logo o processo
de duplicacao esta terminado.

1 59

2 118

4 236

8 472

16 944

32 1888
1 59 v
2 118
4 236
8 472 v
16 944
32 1888 v

* Na coluna da esquerda, temos que:
41 =32 +8+1

 Na coluna da direita, ao efectuar a soma
dos numeros correspondentes obtemos:

1888 + 472 + 59 = 2419
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¢ Vamos reproduzir o processo de divisao — que € equivalente ao ut111zado para*'

a multiplicacao — socorrendo-nos, igualmente, de duas colunas. .
Consideremos a divisao: 1495 =+ 65: “Operar com 65 para obter 1495” =
* Coloquemos o numero 65 no topo de uma das colunas;

* Escrevemos o numero I no topo da outra coluna (a coluna da esquerda);

 Duplicamos os numeros das duas colunas até obtermos, na coluna que
comecou com o 695, todas as poténcias de 2 que sejam menores ou iguais‘que
1495;

e Assinalam-se as linhas, da coluna que comeca com o 65, cuja soma seja
igual a 1495.

e Adicionado os numeros, das mesmas linhas, da outra coluna, obtemos o
resultado da divisao.

» Vejamos, a seguir, a construcao do processo:




e A poténcia de base 2 a seguir ao 1040
seria o 2080, que ja € maior que 1495, logo
o processo de duplicacao esta terminado.

1 65

2 130

4 260

8 520

16 1040
1 65 v
2 130 v
4 260 v
8 520
16 1040 v

 Na coluna da direita, temos que:
1040 + 260 +130 + 65 = 1495

 Na coluna da esquerda, ao efectuar a
soma dos numeros que constam das
mesmas linhas obtemos:

16 +4+2+1=23

= Assim: 1495 = 65 = 23

......
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¢ Vejamos um caso em que a divisao nao € inteira:

1 8

2 16
4 32V

/2| 4
) ]/4 2V
§ 1/8 1v

of 5!

“Operar com 8 para obter 35”.

Duplicamos os numeros das duas colunas até obtermos,
na coluna que comecou com o 8, o nUmero cujo o seu
dobro seria maior que 35; suspendemos, entao, o
processo no numero 32. De seguida, comecamos- a
dividir por 2 o divisor até obtermos os numeros que
adicionados a 32 vao nos dar o valor do dividendo.
Teremos, assim: 32 +2+1=35

Efectuando as respectivas divisbes com os numeros da
coluna da esquerda, concluiremos que:
1ok

\ ST A

\ Wiy 4

o — % % £

35 + 8 = 4 + = 4+ NV
8 ‘:R‘;' <




;" e Efectuemos as seguinte operacoes:

a)12x23 ; Db)138 +6; c)16 =3 .
Resp.:a) | 1 | 23 b)| 1 |6 v c)| 1 | 3v
2 46 s 2 | 6
4 92 v 4 |24 v SRS
8 |184 v 8 |48 2/3| 2
| 184 + 92 = 276 16 |96 ~ 3| 1v
6+12 + 24 + 96 = 138
;_ 12 x 23 = 276 JAN0AL6
! 138 +6=1+2+4+16 16+3:5+1
<138+6=23 3

De notar que, em c), para obter a terca parte do divisor, os

T

& et
Sxd: :

antigos egipcios calcularam, primeiramente, os dois tergos do“\
numero, para depois obterem a sua metade! '
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v Ja mesmo nos momentos finais desta nossa jornada, em que
vislumbramos uns laivos do fascinante mundo das fraccoes. ...
egipcias, disponhamos um pouco mais deste nosso tempo de
muitas contemplacoes, para entrever a resolucao de equacoes do
primeiro grau, fazendo uso dos denominados “numeros auxiliares
vermelhos” (representados, aqui, a negrito nas duas situacoes
seguintes), que sao uma forma insofismavel de utilizacao do
conceito de ”“minimo multiplo comum”. Resolvamos, entdo, o
problema 21 do papiro de Rhind:

 Complete < F 3 para obter 1.
31415



Resp.: MMC (3, 15) = mmc (3, 3 x 5) = B Xe—ikh , assim temos:

20l 30 15 -
e i e e L LT ia: =

T 3 T 1e ,ouseja: 10+1+Z5x =15

mas 10 +1+ 4 =15, entao ]5x=4<:>x:i: ol R

15 15 5 156
!y e G e AL R |
SRR 0 e e e
LT e B B RS TRN

2
teremos assim: | g St

recorrendo a regra que nNos da os desenvolvimentos para as fraccoes cujo
denominador € multiplo de 3 (vd. Regra no diapositivo 24), e expandindo a
ultimo termo, teremos, assim, como prova da validade da solucao obtida a

seguinte apresentacao: 2 1 1 1 o &



» Tentemos resolver a seguinte questao:

Complete % + % + £ para 1.

Resp.:

mmc (3, 4, 28) = mmc(3,32,2% x 7)=3x 2% x 7 = 84

No entanto, em vez de 84, o escriba egipcio considerou
que 42 seria suficiente. Assim temos:

g+1+i+x=1<:>84+42+42+4‘.2x:42
3 4 28 3 4 28

MRl s it
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:'.' ,'\ Ge 7o) 1 1 ., l ,: ~ -V.J-‘,q‘ 2 .-:.'
ou seja: 28+ 1O+E + 1+E +42x =42 et s s
1 1 e
mas: 28 + 10+§ + 1+§ + 2 =42
B 2 1
entdao: 42x =2 & x = = & x = —
> | 42 21
g'.
; E a apresentacao final (servindo como prova) seria:
e B o NS ¢
—+—+—+—=
3 4 28 21
e . e J‘: ",,.Z’,‘ <
DT v ':’.'.”:.,,":‘f,,f;;j“ f s,,".\: s
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¢ Como mais um vislumbre dos muitos sortilégios com que nos’
temos deparado nesta nossa curta aventura, referiremos qué o

método dos “numeros auxiliares vermelhos” tambéem era utilizado =

para obter a expansao de uma fraccao dada, como veremos nos dois
exemplos seguintes:

B v L A e A P s R L
—_— X — = = ) Ogo' = —+ -+
O5rr95% 112 Sa11AD 1140 95 60 380 570
: €

3 _38. %X ,logo:3=1+1+1+1
53 20 265 530 1060

BB 200, 2 TS
53 53 20 1140

1060

\!--‘v"
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v A encerrar esta nossa sinoptica, mas prodigiosa aventura, " -
vejamos uma das varias conjecturas associadas as fraccoes
egipcias: ¥ o

Conjectura de Erdbées-Strauss

Para qualquer nimero inteiro N = 2, existem trés numeros 1ntelros
a, b e ¢ para os quais se verifica a seguinte condicao:

4 ey Trsed

R T o i >

= Estamos, assim, em presenca de uma condicao conversivel
numa equacao diofantina, envolvendo fraccoes egipcias!

Por exemplo: para n =5, a equacao tem duas solucoes (2, 4, 20)
ou (2,5, 10). (Como se podera observar, la atras, na tabela II) “wavd

v T o)
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De tudo o que atras foi visto, € de toda a justeza
finalizarmos com a seguinte frase:

“A coisa mais bela que podemos
experimentar é o mistério”
Albert Einstein



